Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 12.1 In der (z,y)—Ebene wirke ein homogenes Schwerefeld. Die kinetische Energie einer Masse
m sei also gegeben durch T = %(mQ + 2) und die potentielle Energie durch U = gmy.
Die Lagrange Funktion lautet

L:TfU:%(i2+y'2)—gmy

und die Euler-Lagrange Differentialgleichungen
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Mit m # 0 erhélt man nun die explizite Differentialgleichungen
=0
y=-g

und die Losungen lauten mit g = yo =0

z(t) = vo st + To = Vo4t

y(t) = _%tQ + ’U()’yt + Yo = _gt2 + Uo’yt'

Fiir die Anfangsgeschwindigkeit vo := |/vg , +v5 , und ¢ € [0, 5] gilt

V0, = Vo cos(¢)

Vo,y = Vo sin(g)
und mit dieser Substitution erhilt man die Bewegungsgleichung

x(t) = cos(d)vot
y(t) = —gﬂ + sin(¢)vot.

Die nicht triviale Nullstelle tg = %%W von y ist die Flugzeit. Mit dieser erhélt man die Flugweite in
Abhangigkeit des Winkels ¢
2 w2

2p(d) = z(tg) = U?OQ sin(¢) cos(¢) = p sin(2¢).

Um die maximale Flugweite zu erhalten muss xg(¢) maximiert werden. Das Maximum wird bei ¢ = 7

angenommen.
Der Winkel hiangt nicht von der Anfangsgeschwindigkeit ab, da zr unabhéingig der Masse und Anfangs-
geschwindigkeit sein Maximum bei ¢ = 7 annimmt.



Aufgabe 12.2 Leite das Keplersche Gesetz aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz her, wobei fiir ein
ebenes Zweikorperproblem mit Massen m (klein) und M (grof}) die Euler-Lagrange Gleichung wie folgt
lauten

Nach der Priisenziibung 8.1 und der ersten Gleichung sind die folgenden Ausdriicke Erhaltungsgréfien
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Nun erhélt man durch Umstellen den folgenden Ausdruck fiir die Geschwindigkeit
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Sei nun r = r(¢), womit der Fokus weniger auf die Dynamik als vielmehr auf die Geometrie der Bahnkurve

gelegt wird. Also gilt mit Hilfe der Beziehung % = g—;% & g—; = i (Kettenregel) die zeitunabhingige

Differentialgleichung
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Diese Differentialgleichung ldsst sich mit Hilfe von *Trennung der Variablen’ 16sen und es gilt mit An-

fangswinkel 0
/ dv = i%mqs
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Mit p := mQLMW und e := \/% gilt

l_i_ L - p
o= —p( 1+ecos(p—dp)) &r= = coos(d — o)

Aufgabe 12.3 Die Euler-Lagrange Differentialgleichungen des Doppelpendels lauten

CZ((%) = (m1 +ma2) 31 +malily <¢2 cos(é1 — d2) — G2 sin(91 — 62)(61 - ¢2)>
oLt

= —mylladrda sin(dy — ¢2) — (M1 + ma)gly sin(¢y) = ;)Tfl
jt(;i) = mal3d + malil <¢1 cos(1 — ¢2) — drsin(g1 — ¢2) (¢ — ¢2)>

= m21112¢1§2.52 sin(¢1 — ¢2) — magly sin(dz) = %



